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    OPERATOR NORMAL PADA RUANG HILBERT 
 
Nopiani, Mariatul Kiftiah, Yudhi 
INTISARI 
 
Ruang Hilbert merupakan ruang hasil kali dalam (pre-Hilbert) yang lengkap. Ruang pre-Hilbert 
dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy di dalamnya konvergen. Pada ruang Hilbert terdapat 
jenis-jenis operator linear diantaranya operator adjoint dan operator normal. Pembahasan mengenai 
operator normal memerlukan konsep ruang Hilbert, operator linear kontinu dan operator adjoint. 
Operator linear kontinu T dikatakan normal apabila operator T memenuhi sifat TT*=T*T , dengan T* 
merupakan operator adjoint. Hasil penelitian yang diperoleh adalah (i) jika T  Lc(H ) operator normal 
maka T* operator normal dan  T* x  =  Tx  , (ii) jika T  Lc(H ) operator normal maka TI juga 
merupakan operator normal, (iii) jika T  Lc(H ) operator normal dan T-1 ada maka T-1 dan TT-1 juga 
merupakan operator normal, (iv) jika T  Lc(H ) operator normal maka  Tn  =  T  n  untuk setiap 
nN. 
Kata Kunci : Operator Linear Kontinu, Operator Normal, Ruang Hilbert 
 
PENDAHULUAN 
Dimisalkan ࣰ suatu himpunan tidak kosong disebut ruang vektor jika dilengkapi dengan operasi 
penjumlahan dan perkalian skalar serta memenuhi sepuluh aksioma tertentu [1]. Anggota ruang vektor 
ࣰ disebut vektor dan anggota lapangannya disebut skalar. Suatu vektor memiliki panjang vektor atau 
yang disebut norma. Norma merupakan suatu fungsi yang memetakan dari ࣰ ke himpunan semua 
bilangan real dan memenuhi aksioma norma. Ruang vektor ࣰ yang dilengkapi aksioma norma disebut 
ruang bernorma.  
Pada ruang bernorma dapat didefinisikan suatu metrik yaitu ݀(ݔ,ݕ) = ‖ݔ − ݕ‖. Metrik atau jarak 
merupakan suatu fungsi yang memetakan dari ࣰ × ࣰ ke himpunan semua bilangan real dan memenuhi 
aksioma metrik. Himpunan ࣰ yang dilengkapi dengan suatu metrik disebut ruang metrik. Dalam ruang 
metrik didefinisikan suatu barisan yang merupakan fungsi yang memetakan himpunan bilangan asli ke 
ruang metrik ࣰ. Jika setiap barisan Cauchy diruang metrik konvergen maka ruang metrik tersebut 
dikatakan lengkap. 
Selain norma, vektor juga dapat didefinisikan suatu hasil kali dalam. Hasil kali dalam adalah fungsi 
yang memetakan dari ࣰ × ࣰ ke himpunan semua bilangan kompleks dan memenuhi aksioma hasil kali 
dalam. Ruang vektor ࣰ yang dilengkapi aksioma hasil kali dalam disebut ruang hasil kali dalam atau 
ruang pre-Hilbert. Setiap ruang pre-Hilbert ࣰ merupakan ruang bernorma dengan ‖ݔ‖ = 〈ݔ, ݔ〉ଵ ଶൗ   
untuk setiap ݔ ∈ ࣰ.  Ruang pre-Hilbert yang setiap barisan Cauchy di dalamnya konvergen disebut 
ruang pre-Hilbert lengkap atau ruang Hilbert.  
Pada ruang vektor dapat didefinisikan suatu pemetaan. Suatu pemetaan dari ruang vektor ke ruang 
vektor yang lapangannya sama disebut operator. Pada ruang Hilbert terdapat beberapa jenis operator 
yaitu operator adjoint dan operator normal. Berdasarkan uraian tersebut membawa pemikiran untuk 
menyelidiki karakteristik dari operator normal pada ruang Hilbert. Pembahasan mengenai karakteristik 
operator normal pada penelitian ini, lebih ditekankan pada sifat-sifat operator normal.  
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RUANG HILBERT 
Sebelum diberikan definisi mengenai ruang Hilbert, terlebih dahulu diberikan definisi mengenai 
barisan konvergen dan barisan barisan Cauchy. 
Definisi 1 [2]Barisan {ݔ௡} di dalam ruang metrik (ࣲ,݀) dikatakan konvergen (convergent) jika ada 
ݔ ∈ ࣲ sehingga untuk setiap bilangan ߝ > 0 terdapat bilangan asli ݊଴, sehingga untuk setiap 
bilangan asli ݊ ≥ ݊଴ berlaku ݀(ݔ௡, ݔ) < ߝ. 
Definisi 2[2] Barisan {ݔ௡} di dalam ruang metrik (ࣲ,݀) disebut barisan Cauchy atau barisan 
fundamental jika untuk setiap bilangan ߝ > 0 terdapat bilangan asli ݊଴ sehingga untuk setiap dua 
bilangan asli ݉,݊ ≥ ݊଴ berlaku 
݀(ݔ௠ ,ݔ௡) < ߝ. 
Selanjutnya diberikan definisi ruang pre-Hilbert dan sifat-sifatnya yang akan digunakan sebagai 
dasar pembahasan selanjutnya. 
Definisi 3 [3] Diketahui ℋ ruang vektor atas bilangan kompleks. Fungsi 〈∙,∙〉 ∶ ℋ × ℋ ⟶ ℂ disebut 
hasil kali dalam pada ℋ jika untuk setiap ݔ, ݕ, ݖ ∈ ℋ dan ߙ ∈ ℂ memenuhi sifat-sifat: 
(i)  〈ݔ ,ݕ〉 = 〈ݕ, ݔ〉തതതതതതത 
(ii)  〈ߙݔ,ݕ〉 = ߙ〈ݔ,ݕ〉 
(iii)  〈ݔ + ݕ, ݖ〉 = 〈ݔ, ݖ〉 + 〈ݕ, ݖ〉 
(iv)   〈ݔ, ݔ〉 > 0 jika dan hanya jika ݔ ≠ ૙. 
Ruang vektor ℋ yang dilengkapi dengan suatu hasil kali dalam disebut ruang pre-Hilbert (pre-
Hilbert space) atau ruang hasil kali dalam (Inner-product space). 
Setelah memahami definisi ruang pre-Hilbert, diberikan teorema mengenai sifat-sifat ruang pre-
Hilbert. 
Teorema 4 [3] Diketahui ℋ suatu ruang pre-Hilbert. Jika ݔ, ݕ, ݖ ∈ ℋ dan ߙ ∈ ℂ, maka diperoleh: 
i. 〈ݔ,ߙݕ〉 = ߙത〈ݔ,ݕ〉. 
ii. 〈ݔ,ݕ + ݖ〉 = 〈ݔ,ݕ〉 + 〈ݔ , ݖ〉. 
iii. 〈ݔ − ݕ, ݖ〉 = 〈ݔ, ݖ〉 − 〈ݕ, ݖ〉, 〈ݔ,ݕ − ݖ〉 = 〈ݔ,ݕ〉 − 〈ݔ , ݖ〉. 
iv. 〈ݔ,૙〉 = 〈૙, ݔ〉 = 0. 
v. 〈ݔ, ݔ〉 = 0 jika dan hanya jika ݔ = ૙. 
vi. Jika ݔ, ݕ ∈ ℋdan 〈ݔ, ݖ〉 = 〈ݕ, ݖ〉 untuk setiap ݖ ∈ ℋ, maka ݔ = ݕ. 
Berikut ini diberikan definisi mengenai ruang Hilbert, operator linear terbatas dan operator linear 
kontinu. 
Definisi 5 [3] Ruang pre-Hilbert dikatakan lengkap jika barisan Cauchy di dalamnya konvergen. 
Lebih lanjut, ruang ini dikatakan ruang Hilbert. 
Definisi 6 [4] Suatu pemetaan linear ܶ:ℋ ⟶ࣥ   dimana ℋ dan ࣥ merupakan ruang Hilbert  
disebut sebagai operator linear jika untuk setiap ݔ,ݕ ∈ ℋ dan skalar ߙ  
ܶ(ݔ + ݕ) = ܶݔ + ܶݕ 
ܶ(ߙݔ)  = ߙܶݔ. 
Contoh 7  
Misalkan ℓଶ adalah ruang Hilbert. Akan ditunjukkan bahwa ܶ:ℓଶ → ℓଶ yang didefinisikan oleh 
ܶ(ݔଵ, ݔଶ , ݔଷ, … ) → (0,ݔଵ, ݔଶ, ݔଷ , … ) adalah suatu operator linear pada ruang Hilbert. 
Penyelesaian : 
Misalkan {ݔ௡} = (ݔଵ, ݔଶ , ݔଷ, … ), {ݕ௡} = (ݕଵ,ݕଶ,ݕଷ, … ) ∈ ℓଶ berlaku  
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ܶ({ݔ௡}) = ܶ(ݔଵ, ݔଶ, ݔଷ, … ) = (0, ݔଵ, ݔଶ, ݔଷ, … ) dan ܶ({ݕ௡}) = ܶ(ݕଵ,ݕଶ,ݕଷ, … ) = (0,ݕଵ,ݕଶ,ݕଷ, … ) 
maka diperoleh 
ܶ({ݔ௡} + {ݕ௡}) = ܶ(ݔଵ + ݕଵ, ݔଶ + ݕଶ,ݔଷ + ݕଷ, … ) = (0 + 0, ݔଵ + ݕଵ,ݔଶ + ݕଶ,ݔଷ + ݕଷ, … ) = (0, ݔଵ, ݔଶ, ݔଷ, … ) + (0,ݕଵ,ݕଶ,ݕଷ, … ) =  ܶ(ݔଵ, ݔଶ, ݔଷ, … ) +  ܶ(ݕଵ,ݕଶ,ݕଷ, … ) = ܶ({ݔ௡}) + ܶ({ݕ௡}) 
Selanjutnya, jika ݇ ∈ ℝ, maka berlaku 
ܶ({݇ݔ௡}) = (݇0,݇ݔଵ, ݇ݔଶ,݇ݔଷ, … ) = ݇(0,ݔଵ, ݔଶ , ݔଷ, … ) = ݇ ܶ({ݔ௡}) 
Jadi, terbukti bahwa ܶ: ℓଶ → ℓଶ adalah suatu operator linear pada ruang Hilbert. 
Definisi 8 [4] Suatu operator :ℋ ⟶ࣥ , dimana ℋ dan ࣥ adalah ruang Hilbert. Operator ܶ disebut 
terbatas bila ada ܿ > 0 sedemikian sehingga untuk setiap ݔ ∈ ℋ berlaku  
‖ܶ(ݔ)‖ ≤ ܿ‖ݔ‖. 
Definisi 9 [3] Operator linear ܶ:ℋ ⟶ℋ dikatakan kontinu di ݔ଴ ∈ ℋ jika untuk setiap bilangan 
ߝ > 0 terdapat bilangan ߜ > 0 sehingga berlaku ‖ܶ(ݔ) − ܶ(ݔ଴)‖ < ߝ untuk setiap ݔ ∈ ℋ dengan 
‖ݔ − ݔ଴‖ < ߜ. 
Teorema 10 [3] Diketahui ࣲ dan ࣳ adalah ruang bernorma dan ܶ:ࣲ ⟶ ࣳ adalah sebuah operator 
linear. Operator linear ܶ kontinu jika dan hanya jika ܶ terbatas. 
Koleksi semua operator linear kontinu dari ℋ ke ࣥ dinotasikan dengan ℒ௖(ℋ,ࣥ). Sedangkan khusus 
untuk koleksi semua operator linear kontinu dari ℋ ke ℋ dinotasikan dengan ℒ௖(ℋ,ℋ) atau ℒ௖(ℋ). 
 
OPERATOR ADJOINT 
Pada bagian ini dibahas mengenai definisi dan sifat-sifat operator adjoint. Sebelum 
mendefinisikan operator adjoint, terlebih dahulu akan disampaikan Teorema Representasi Riesz-
Frechet. Teorema ini merupakan eksistensi dari operator adjoint pada ruang Hilbert. 
Definisi 11 [4] Diketahui ℋ ruang Hilbert. Suatu  fungsional pada  ℋ adalah sebuah pemetaan dari 
ruang Hilbert ke lapangannya atau ݂:ℋ ⟶ ℂ. Selanjutnya, fungsional ݂ dari suatu titik ݔ ∈ ℋ 
dinotasikan dengan ݂(ݔ). 
Teorema 12 [3] (Teorema Riesz-Frechet) Diketahui ℋ ruang Hilbert. Fungsional ݂ ∈ ℒ௖(ℋ) jika 
dan hanya jika ada ݕ ∈ ℋ tunggal sehingga ݂(ݔ) = 〈ݔ,ݕ〉 untuk setiap ݔ ∈ ℋ. Lebih lanjut, ‖݂‖ =
‖ݕ‖. 
Bukti:  (⟹) Diketahui ℋ ruang Hilbert dan untuk setiap ݔ ∈ ℋ terdapat dengan tunggal ݕ ∈ ℋ sehingga 
݂(ݔ) = 〈ݔ,ݕ〉. Akan ditunjukkan bahwa ݂ ∈ ℒ௖(ℋ). Diambil sebarang ݔଵ , ݔଶ ∈ ℋ dan skalar ߙ,ߚ 
diperoleh : 
(i) ݂(ߙݔଵ + ߚݔଶ) = 〈ߙݔଵ + ߚݔଶ,ݕ〉 = 〈ߙݔଵ,ݕ〉 + 〈ߚݔଶ,ݕ〉 = ߙ݂(ݔଵ) + ߚ݂(ݔଶ). 
Dengan demikian ݂ merupakan fungsional linear pada ℋ. 
(ii) |݂(ݔଵ) − ݂(ݔଶ)| = |〈ݔଵ,ݕ〉 − 〈ݔଶ,ݕ〉| = |〈ݔଵ − ݔଶ,ݕ〉| ≤ ‖ݔଵ − ݔଶ‖‖ݕ‖ 
Kemudian untuk sebarang bilangan ߝ > 0 dipilih bilangan ߜ = ఌ
‖௬‖ାଵ
> 0 sehingga untuk setiap 
ݔଵ, ݔଶ ∈ ℋ dengan ‖ݔଵ − ݔଶ‖ < ߜ berakibat  |݂(ݔଵ) − ݂(ݔଶ)| ≤ ‖ݔଵ − ݔଶ‖‖ݕ‖ < ߝ 
Dengan demikian ݂ merupakan fungsional kontinu pada ℋ. Sehingga terbukti bahwa ݂ ∈ ℒ௖(ℋ). 
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(⟸) Diambil sebarang ݂ ∈ ℒ௖(ℋ). Diketahui ݂ merupakan fungsional linear kontinu.  
Diambil ࣡ = ݇݁ݎ(݂) = {ݔ ∈ ℋ|݂(ݔ) = 0}. ࣡ = ݇݁ݎ(݂) merupakan ruang bagian tertutup di ℋ, 
sebab: 
(i) Diambil sebarang ݔ,ݕ ∈  ܩ = ݇݁ݎ(݂) dan skalar ߙ,ߚ, diperoleh: 
݂(ߙݔ + ߚݕ) = ݂(ߙݔ) + ݂(ߚݕ) =  ߙ݂(ݔ) + ߚ݂(ݕ) = ߙ. 0 + ߚ. 0 = 0 
Jadi, (ߙݔ + ߚݕ) ∈ ܩ = ݇݁ݎ(݂). Jadi ࣡ merupakan ruang bagian linear dari ℋ. 
(ii) Diambil sebarang barisan {ݔ௡} ∈ ࣡ yang konvergen. Sehingga {ݔ௡} memiliki titik limit ݔ untuk 
݊ → ∞ dan dituliskan dengan  ݔ = lim
௡→ஶ
ݔ௡. Selanjutnya ݂(ݔ௡) = 0 untuk setiap ݊, maka lim௡→ஶ ݂(ݔ௡) = 0. Karena ݂ kontinu di ℋ, diperoleh ݂(ݔ) = lim௡→ஶ ݂(ݔ௡) = 0. Jadi 
ݔ ∈ ݇݁ݎ(݂). Dengan kata lain ݔ ∈ ࣡ atau ࣡ merupakan ruang bagian tertutup dari ℋ.  
Karena ࣡ merupakan ruang bagian tertutup dari ℋ maka ℋ = ࣡⨁࣡ୄ. Selanjutnya, jika ࣡ = ℋ dipilih 
ݕ = ૙ maka ݂(ݔ) = 〈ݔ,૙〉 = 0 untuk setiap ݔ ∈ ℋ. Jika ࣡ ≠ ℋ maka ࣡ୄ ≠ {૙}. Jadi, untuk setiap 
ℎ ∈ ℋ ∖ ࣡ terdapat ݃ ∈ ࣡ sehingga ݖ = ℎ − ݃ ⊥ ࣡ atau ∈ ࣡ୄ .  
Untuk ݖ tersebut didefinisikan ܵ = {ݖ݂(ݔ) − ݔ݂(ݖ)|ݔ ∈ ℋ} sedemikian sehingga 
݂൫ݖ݂(ݔ) − ݔ݂(ݖ)൯ = ݂(ݖ)݂(ݔ) − ݂(ݔ)݂(ݖ) = 0 
Jadi, ݖ݂(ݔ) − ݔ݂(ݖ) ∈ ࣡. Jadi, ܵ ⊂ ࣡. 
Karena ݖ ⊥ ࣡ dan ܵ ⊂ ࣡ maka ݖ ⊥ ܵ. Oleh karena itu, untuk setiap ݔ ∈ ℋ berlaku 
〈ݖ݂(ݔ) − ݔ݂(ݖ), ݖ〉 = 0 ⟺ 〈ݖ݂(ݔ), ݖ〉 − 〈ݔ݂(ݖ), ݖ〉 = 0 
⟺ ݂(ݔ)〈ݖ, ݖ〉 − ݂(ݖ)〈ݔ, ݖ〉 = 0 
⟺ ݂(ݔ) = ݂(ݖ)〈ݔ, ݖ〉
〈ݖ, ݖ〉  = 〈ݔ, ݂(ݖ)തതതതതതݖ
‖ݖ‖ଶ
〉 
Jadi, terdapat ݕ = ௙(௭)തതതതതത௭
‖௭‖మ
∈ ℋ sehingga ݂(ݔ) = 〈ݔ,ݕ〉 untuk setiap ݔ ∈ ℋ. 
Selanjutnya akan ditunjukkan ‖݂‖ = ‖ݕ‖.  
‖݂‖ = ݏݑ݌{|݂(ݔ)|: ‖ݔ‖ = 1} = ݏݑ݌{〈ݔ,ݕ〉: ‖ݔ‖ = 1} 
≤ ݏݑ݌{‖ݔ‖‖ݕ‖: ‖ݔ‖ ≤ 1} ≤ ‖ݕ‖       (1) 
Dipihak lain, karena hasil kali dalam dapat dinyatakan ke dalam norma suatu vektor maka diperoleh |݂(ݕ)| = 〈ݕ,ݕ〉 = ‖ݕ‖ଶ 
Jadi  
‖ݕ‖ = ଵ
‖௬‖
|݂(ݕ)| = ቚ௙(௬)
‖௬‖
ቚ = ቚ݂ ቀ ௬
‖௬‖
ቁቚ ≤ ‖݂‖   (2) 
Berdasarkan Persamaan (1) dan (2) diperoleh ‖݂‖ = ‖ݕ‖. ∎ 
Teorema 13 [3] Diketahui ℋ dan ࣥ masing-masing ruang Hilbert. Untuk setiap ܶ ∈ ℒ௖(ℋ,ࣥ) 
terdapat ܶ∗ ∈ ℒ௖(ℋ,ࣥ) tunggal sehingga untuk setiap ݔ ∈ ℋ dan ݕ ∈ ࣥ berakibat 
〈ܶݔ,ݕ〉 = 〈ݔ,ܶ∗ݕ〉. 
Bukti : 
Diambil sebarang ܶ ∈ ℒ௖(ℋ,ࣥ) dan untuk setiap ݕ ∈ ࣥ. Dibentuk fungsional ߮௬ pada ℋ dengan 
rumus: 
߮௬(ݔ) = 〈ܶݔ,ݕ〉 
untuk setiap ݔ ∈ ℋ. Fungsional ߮௬  merupakan fungsional linear kontinu pada ℋ, sebab: 
(i) ߮௬  linear 
Untuk setiap ݔଵ, ݔଶ ∈ ℋ dan skalar ߙ dan ߚ diperoleh 
߮௬(ߙݔଵ + ߚݔଶ) = 〈ܶ(ߙݔଵ + ߚݔଶ),ݕ〉 
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= 〈ܶߙݔଵ + ܶߚݔଶ,ݕ〉 = ߙ〈ܶݔଵ,ݕ〉+ ߚ〈ܶݔଶ,ݕ〉 
(ii) ߮௬  kontinu 
Untuk setiap ݔ ∈ ℋ diperoleh  
ห߮௬(ݔ)ห = |〈ܶݔ,ݕ〉| 
Dengan menggunakan ketidaksamaan Holder diperoleh 
ห߮௬(ݔ)ห = |〈ܶݔ,ݕ〉| ≤ ‖ܶݔ‖‖ݕ‖ ≤ ‖ݕ‖‖ܶ‖‖ݔ‖. 
Sehingga terbukti bahwa ߮௬  terbatas. Karena ߮௬  merupakan fungsional linear terbatas, maka 
߮௬  juga fungsional linear kontinu pada ruang Hilbert ℋ. 
Karena menurut Teorema 12 terdapat dengan tunggal ݕᇱ ∈ ℋ, sehingga untuk setiap ݔ ∈ ℋ berlaku 
߮௬(ݔ) = 〈ݔ,ݕᇱ〉. Berarti jelas bahwa untuk setiap ݕ ∈ ࣥ menentukan dengan tunggal ݕᇱ ∈ ℋ. Jadi 
terdapat operator ܶ∗:ࣥ ⟶ℋ dengan  
ܶ∗(ݕ) = ݕᇱ. 
untuk setiap ݕ ∈ ࣥ. Oleh karena itu diperoleh : 
߮௬(ݔ) = 〈ܶݔ,ݕ〉 = 〈ݔ ,ݕᇱ〉 = 〈ݔ,ܶ∗ݕ〉. 
Jelas bahwa ܶ∗ tunggal. Selanjutnya, operator ܶ∗ linear dan kontinu, sebab : 
(i) Untuk setiap ݕଵ,ݕଶ ∈ ࣥ, ݔ ∈ ℋ, dan ߙ,ߚ skalar diperoleh : 
〈ݔ,ܶ∗(ߙݕଵ + ߚݕଶ)〉 = 〈ܶݔ,ߙݕଵ + ߚݕଶ〉 = 〈ܶݔ,ߙݕଵ〉+〈ܶݔ,ߚݕଶ〉 = ߙത〈ݔ,ܶ∗ݕଵ〉+ ̅ߚ〈ݔ,ܶ∗ݕଶ〉 = 〈ݔ,ߙܶ∗ݕଵ〉+ 〈ݔ,ߚܶ∗ݕଶ〉 
(ii) Untuk setiap ݔ ∈ ℋ diperoleh : 
a. Jika  ݔ = ૙ maka, 
‖ܶ∗(૙)‖ଶ = 〈ܶ∗(૙),ܶ∗(૙)〉 = 〈૙,ܶܶ∗(૙)〉 ≤ ‖ܶ‖‖૙‖‖ܶ∗(૙)‖ = 0 
b. Jika  ݔ ≠ ૙ maka, 
‖ܶ∗(ݔ)‖ଶ = 〈ܶ∗(ݔ),ܶ∗(ݔ)〉 = 〈ݔ,ܶܶ∗(ݔ)〉 ≤ ‖ܶ‖‖ݔ‖‖ܶ∗(ݔ)‖ 
⟺ ‖ܶ∗(ݔ)‖ ≤ ‖ܶ‖‖ݔ‖. 
Diambil ܯ = ‖ܶ‖, diperoleh ܯ ≥ 0, sehingga ‖ܶ∗(ݔ)‖ ≤ ܯ‖ݔ‖. Jadi ܶ∗ terbatas. 
Dengan demikian, terbukti bahwa untuk setiap ܶ ∈ ℒ௖(ℋ,ࣥ) terdapat dengan tunggal ܶ∗ ∈
ℒ௖(ℋ,ࣥ) sehingga  
〈ܶݔ,ݕ〉 = 〈ݔ,ܶ∗ݕ〉 
untuk setiap ݔ ∈ ℋ dan ݕ ∈ ࣥ. ∎ 
Setelah disampaikan mengenai Teorema Riesz-Frechet, berikut ini akan dibahas mengenai definisi 
operator adjoint. 
Definisi 14 [3] Diberikan dua ruang Hilbert  ℋ dan ࣥ. Untuk setiap operator ܶ ∈ ℒ௖(ℋ,ࣥ) 
terdapat ܶ∗ ∈ ℒ௖(ℋ,ࣥ) sehingga 〈ܶݔ,ݕ〉 = 〈ݔ ,ܶ∗ݕ〉 untuk setiap ݔ ∈ ℋ dan ݕ ∈ ࣥ. Operator ܶ∗ 
disebut operator adjoint (adjoint operator) atau operator pendamping terhadap (bagi) operator ܶ. 
Berikut ini diberikan ilustrasi tentang bagaimana cara menyelidiki operator adjoint. 
Contoh 15 
Misalkan suatu operator linear terbatas ܶ:ℓଶ → ℓଶ pada ruang Hilbert didefinisikan oleh 
ܶ(ݔଵ, ݔଶ, ݔଷ, … ) ⟶ (ݔଶ, ݔଷ, ݔସ … ) 
Tentukan adjoint dari operator ܶ  ! 
Penyelesaian : 
Misalkan ݔ = {ݔ௡} = (ݔଵ, ݔଶ, ݔଷ, … ) ∈ ℓଶ dan berdasarkan Definisi 6 maka  
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〈ܶ∗(ݔ), ݔ〉 = 〈ݔ,ܶ(ݔ)〉 = 〈(ݔଵ, ݔଶ, ݔଷ , … ), (ݔଶ, ݔଷ, ݔସ … )〉 = ݔଵ̅ݔଶ + ݔଶ̅ݔଷ + ݔଷ̅ݔସ + ⋯ = 0̅ݔଵ + ݔଵ̅ݔଶ + ݔଶ̅ݔଷ + ݔଷ̅ݔସ + ⋯ = 〈(0, ݔଵ, ݔଶ, ݔଷ, … ), (ݔଵ, ݔଶ, ݔଷ, … )〉 
Sehingga diperoleh  ܶ∗(ݔ) = (0, ݔଵ, ݔଶ, ݔଷ, … ). 
Berikut ini dijelaskan beberapa sifat-sifat operator adjoint pada ruang Hilbert. 
Teorema 16 [3] Diberikan dua ruang Hilbert ℋ dan ࣥ. Jika ܶ, ܵ ∈ ℒ௖(ℋ,ࣥ) dan ߙ sebarang skalar 
maka 
i. (ܶ + ܵ)∗ = ܶ∗ + ܵ∗ 
ii. (ߙܶ)∗ = ߙതܶ∗ 
iii. ܶ∗∗ = (ܶ∗)∗ = ܶ 
iv. ‖ܶܶ∗‖ = ‖ܶ∗ܶ‖ = ‖ܶ‖ଶ = ‖ܶ∗‖ଶ 
v. ܶ∗ܶ = ܱ ⟺ ܶ = ܱ (ܱ operator nol) 
Bukti : 
i. Diambil sebarang ݔ ∈  ℋ dan ݕ ∈  ࣥ.  
〈ݔ, (ܶ + ܵ)∗ݕ〉 = 〈(ܶ + ܵ)ݔ,ݕ〉 = 〈ܶݔ,ݕ〉 + 〈ܵݔ,ݕ〉 = 〈ݔ, ܶ∗ݕ + ܵ∗ݕ〉 = 〈ݔ, (ܶ∗ + ܵ∗)ݕ〉. 
Jadi (ܶ + ܵ)∗ = ܶ∗ + ܵ∗. 
ii. Diambil sebarang ݔ ∈  ℋ dan ߙ sebarang skalar.  
〈ݔ, (ߙܶ)∗ݕ〉 = 〈(ߙܶ)ݔ,ݕ〉 = 〈ߙ.ܶݔ,ݕ〉 = ߙ〈ܶݔ,ݕ〉 = ߙ〈ݔ,ܶ∗ݕ〉 = 〈ݔ,ߙതܶ∗ݕ〉 
Jadi, (ߙܶ)∗ = ߙതܶ∗. 
iii. Diambil sebarang ݔ ∈  ℋ dan ݕ ∈  ࣥ.  
〈ܶݔ,ݕ〉 = 〈ݔ,ܶ∗ݕ〉 = 〈(ܶ∗)∗ݔ,ݕ〉 
Jadi, ܶ = ܶ∗∗ = (ܶ∗)∗. 
iv. Diambil sebarang ݔ ∈  ℋ, ݕ ∈  ࣥ dan ‖ݔ‖ = 1 maka dengan menggunakan ketidaksamaan 
Holder diperoleh : 
‖ܶݔ‖ଶ = 〈ܶݔ,ܶݔ〉 = 〈ܶ∗ܶݔ, ݔ〉 ≤ ‖ܶ∗ܶݔ‖‖ݔ‖ ≤ ‖ܶ∗ܶ‖‖ݔ‖ଶ 
Sehingga berdasarkan asumsi ‖ݔ‖ = 1  maka berakibat ‖ܶ‖ଶ ≤ ‖ܶܶ∗‖. Selanjutnya,  
‖ܶ∗ܶ‖ ≤ ‖ܶ∗‖‖ܶ‖ = ‖ܶ‖‖ܶ‖ = ‖ܶ‖ଶ 
Akibatnya, ‖ܶ∗ܶ‖ = ‖ܶ‖ଶ. Dengan menggantikan ܶ dengan ܶ∗ maka diperoleh, 
‖ܶ∗∗ܶ∗‖ = ‖ܶ∗‖ଶ = ‖ܶ‖ଶ 
Dimana ܶ∗∗ = ܶ berdasarkan (iii). Akibatnya diperoleh 
‖ܶܶ∗‖ = ‖ܶ∗ܶ‖ = ‖ܶ‖ଶ = ‖ܶ∗‖ଶ 
v. Diambil sebarang ݔ ∈  ℋ, pada bagian (iv) diperoleh ‖ܶ∗ܶ‖ = ‖ܶ‖ଶ sehingga ‖ܶ‖ selalu 
bernilai positif maka solusi untuk ‖ܶ‖ଶ = 0 adalah ܶ = ܱ. Sehingga dapat disimpulkan bahwa 
ܶ∗ܶ = ܱ ⟹ ܶ = ܱ. Sebaliknya, misalkan ܶ = ܱ, maka diperoleh ܶ∗ܶ = 0. Jadi, terbukti 
bahwa ܶ∗ܶ = ܱ ⟺ ܶ = ܱ. ∎ 
Teorema 17 [3] Diketahui  ℋ, ࣥ dan ࣲ masing-masing ruang Hilbert. Jika ܶ ∈ ℒ௖(ℋ,ࣥ) dan 
ܵ ∈ ℒ௖(ࣥ,ࣲ), maka (ܵܶ)∗ ∈ ℒ௖(ࣲ,ℋ) dan  
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(ܵܶ)∗ = ܶ∗ܵ∗. 
Bukti :  
Diketahui ܶ ∈ ℒ௖(ℋ,ࣥ) dan ܵ ∈ ℒ௖(ࣥ,ࣲ), karena ܵܶ ∈ ℒ௖(ℋ,ࣲ), maka (ܵܶ)∗ ∈ ℒ௖(ࣲ,ℋ) untuk 
setiap ݔ ∈ ℋ dan ݖ ∈ ࣲ. Dapat dilihat bahwa  
〈ܵܶݔ, ݖ〉 = 〈ݔ, (ܵܶ)∗ݖ〉 
dan 
〈ܵܶݔ, ݖ〉 = 〈ܶݔ, ܵ∗ݖ〉 = 〈ݔ, ܶ∗ܵ∗ݖ〉 
Dengan kata lain terbukti bahwa (ܵܶ)∗ = ܶ∗ܵ∗ ∈ ℒ௖(ࣲ,ℋ). ∎ 
Teorema 18 [2] Jika ℋ ruang Hilbert kompleks dan ܶ ∈ ℒ௖(ℋ) invertibel maka ܶ∗ invertibel dan (ܶ∗)ିଵ = (ܶିଵ)∗ 
Bukti : 
Karena ܶ ∈ ℒ௖(ℋ) invertibel maka 
ܶܶିଵ = ܶିଵܶ = ܫ 
Jika diambil adjointnya maka (ܶܶିଵ)∗ = (ܶିଵܶ)∗ = ܫ∗ 
dan  (ܶିଵ)∗ܶ∗ = ܶ∗(ܶିଵ)∗ = ܫ 
Jadi T∗ invertibel dan (T∗)ିଵ = (Tିଵ)∗. ∎ 
OPERATOR NORMAL 
Pada bagian ini dibahas mengenai definisi dan sifat-sifat operator normal pada ruang Hilbert. 
Definisi 19 [2]  Sebuah operator linear terbatas ܶ atas ruang Hilbert ℋ dikatakan normal jika 
ܶܶ∗ = ܶ∗ܶ . 
Berikut ini diberikan contoh tentang bagaimana menyelidiki operator normal pada ruang Hilbert. 
Contoh 20  
Misalkan suatu operator linear terbatas ܶ:ℓଶ → ℓଶ pada ruang Hilbert didefinisikan oleh 
ܶ(ݔଵ, ݔଶ , ݔଷ, … ) = (ݔଶ, ݔଷ, ݔସ … ) dan ܶ∗(ݔଵ, ݔଶ, ݔଷ, … ) = (0,ݔଵ , ݔଶ, ݔଷ, … ). 
Tunjukkan bahwa operator ܶ merupakan operator normal ! 
Penyelesaian : 
Akan ditunjukkan bahwa ܶ(ݔଵ, ݔଶ, ݔଷ, … ) = (ݔଶ, ݔଷ, ݔସ … ) dan ܶ∗(ݔଵ, ݔଶ, ݔଷ, … ) = (0, ݔଵ,ݔଶ, ݔଷ, … ) 
memenuhi ܶܶ∗ = ܶ∗ܶ. Dapat dilihat bahwa  
〈ܶܶ∗(ݔ), ݔ〉 = 〈ܶ(ݔ), ݔ〉〈ܶ∗(ݔ), ݔ〉   = 〈(ݔଶ , ݔଷ, ݔସ … ), (ݔଵ, ݔଶ,ݔଷ, … )〉〈(0, ݔଵ, ݔଶ, ݔଷ, … ), (ݔଵ, ݔଶ, ݔଷ, … )〉 = (ݔଶ̅ݔଵ + ݔଷ̅ݔଶ + ݔସ̅ݔଷ + ⋯ )(ݔଵ̅ݔଶ + ݔଶ̅ݔଷ + ݔଷ̅ݔସ +⋯ ) = (ݔଵ̅ݔଶ + ݔଶ̅ݔଷ + ݔଷ̅ݔସ + ⋯ )(ݔଶ̅ݔଵ + ݔଷ̅ݔଶ + ݔସ̅ݔଷ +⋯ ) = 〈(0, ݔଵ, ݔଶ, ݔଷ, … ), (ݔଵ, ݔଶ, ݔଷ, … )〉〈(ݔଶ, ݔଷ,ݔସ , … ), (ݔଵ, ݔଶ, ݔଷ, … )〉 = 〈ܶ∗(ݔ), ݔ〉〈ܶ(ݔ), ݔ〉 = 〈ܶ∗ܶ(ݔ), ݔ〉 
Diperoleh bahwa 〈ܶܶ∗(ݔ), ݔ〉 = 〈ܶ∗ܶ(ݔ), ݔ〉. Hal ini ekuivalen dengan ܶܶ∗ = ܶ∗ܶ. 
Jadi, operator ܶ: ℓଶ → ℓଶ pada ruang Hilbert didefinisikan oleh ܶ(ݔଵ, ݔଶ, ݔଷ, … ) = (ݔଶ, ݔଷ, ݔସ … ) 
merupakan operator normal. 
Selanjutnya akan dibahas teorema yang membahas tentang sifat-sifat operator normal. 
Teorema 21 [3] Diberikan ℋ suatu ruang Hilbert dan ܶ ∈ ℒ௖(ℋ). Pernyataan-pernyataan dibawah 
ini ekuivalen. 
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(i). ܶ operator normal. 
(ii). ܶ∗ operator normal. 
(iii). ‖ܶ∗ݔ‖ = ‖ܶݔ‖. 
 
Bukti : (݅) ⟹ (݅݅) Akan dibuktikan jika ܶ operator normal maka ܶ∗ operator normal. Diketahui ܶ operator 
normal. Berdasarkan Definisi 11 maka berlaku ܶܶ∗ = ܶ∗ܶ. Dapat dilihat bahwa ܶܶ∗ = ܶ∗∗ܶ∗ dan 
ܶ∗ܶ = ܶ∗ܶ∗∗. Sehingga ܶ∗∗ܶ∗  = ܶ∗ܶ∗∗ yang berarti ܶ∗ operator normal. (݅݅) ⟹ (݅݅݅) Akan dibuktikan jika ܶ∗ operator normal maka berlaku ‖ܶ∗ݔ‖ = ‖ܶݔ‖.  Dapat dilihat 
bahwa  
‖ܶݔ‖ଶ = 〈ܶݔ,ܶݔ〉 = 〈ܶ∗ܶݔ, ݔ〉 = 〈ܶܶ∗ݔ, ݔ〉 = 〈ܶ∗ݔ,ܶ∗ݔ〉 = ‖ܶ∗ݔ‖ଶ 
Dapat disimpulkan bahwa ‖ܶݔ‖ = ‖ܶ∗ݔ‖. (݅݅݅) ⟹ (݅) Akan dibuktikan jika ‖ܶݔ‖ = ‖ܶ∗ݔ‖ maka ܶ dan ܶ∗ operator normal. Diketahui untuk 
setiap ݔ ∈ ℋ berlaku ‖ܶ∗ݔ‖ = ‖ܶݔ‖ sehingga  0 = ‖ܶ∗ݔ‖ଶ − ‖ܶݔ‖ଶ = 〈ܶ∗ݔ, ܶ∗ݔ〉 − 〈ܶݔ,ܶݔ〉 = 〈ܶܶ∗ݔ, ݔ〉 − 〈ܶ∗ܶݔ, ݔ〉 = 〈(ܶܶ∗ − ܶ∗ܶ)ݔ, ݔ〉 
Karena ݔ sebarang vektor di ℋ maka dengan memilih ݔ bukan vektor nol di ℋ, haruslah (ܶܶ∗ −
ܶ∗ܶ)ݔ merupakan vektor nol di ℋ. Artinya  ܶܶ∗ − ܶ∗ܶ harus operator nol pada ℋ. Dengan kata lain  
ܶܶ∗ = ܶ∗ܶ atau  ܶ operator  normal pada ℋ. ∎ 
Teorema 22 [5]  Diberikan ℋ suatu ruang Hilbert dan ܶ ∈ ℒ௖(ℋ). Jika ߇ operator Identitas pada ℋ, 
ߣ ∈ ℂ dan ܶ operator normal maka ܶ − ߣ߇ juga operator normal. 
Bukti : 
Diketahui bahwa ܶ merupakan operator normal. Akan ditunjukkan bahwa ܶ − ߣ߇ juga merupakan 
operator normal dengan  ߣ ∈ ℂ. Dapat dilihat bahwa (ܶ − ߣ߇)∗ = ܶ∗ −  ̅ߣ߇. Sehingga diperoleh  (ܶ − ߣ߇)(ܶ − ߣ߇)∗ = (ܶ − ߣ߇)൫ܶ∗ −  ̅ߣ߇൯ = ܶܶ∗ −  ߣ߇ܶ∗ − ̅ߣ߇ܶ + ߣ߇̅ߣ߇ = ܶܶ∗ −  ߣܶ∗ − ̅ߣܶ + ߣ̅ߣ߇ = ൫ܶ∗ − ̅ߣ߇൯(ܶ − ߣ߇) = (ܶ − ߣ߇)∗(ܶ − ߣ߇) 
Karena (ܶ − ߣ߇)(ܶ − ߣ߇)∗ = (ܶ − ߣ߇)∗(ܶ − ߣ߇) maka ܶ − ߣ߇ merupakan operator normal. ∎ 
Proposisi 23 [6] Diberikan ℋ suatu ruang Hilbert dan ܶ ∈ ℒ௖(ℋ) merupakan operator normal. Jika 
ܶିଵ ada, maka ܶିଵ merupakan operator normal. 
Bukti : 
Diketahui ܶ merupakan operator normal dan memiliki invers. Akan ditunjukkan bahwa ܶିଵ juga 
merupakan operator normal.  
 ܶିଵܶିଵ∗ = ܶିଵ(ܶ∗)ିଵ = (ܶ∗ܶ)ିଵ = (ܶܶ∗)ିଵ = (ܶ∗)ିଵܶିଵ 
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= (ܶିଵ)∗ܶିଵ 
Karena ܶିଵ(ܶିଵ)∗ = (ܶିଵ)∗ܶିଵ, jadi terbukti bahwa ܶିଵ merupakan operator normal. ∎ 
Proposisi 24 [6] Jika ܶ merupakan operator normal dengan invers ܶିଵ maka ܶ∗ܶିଵ juga merupakan 
operator normal. 
Bukti :   
Diketahui ܶ merupakan operator normal dengan invers ܶିଵ. Akan ditunjukkan bahwa ܶ∗ܶିଵ 
merupakan operator normal. Berdasarkan Definisi 11 diperoleh  (ܶ∗ܶିଵ)(ܶ∗ܶିଵ )∗ = ܶ∗ܶିଵ(ܶିଵ)∗(ܶ∗)∗ = ܶ∗ܶିଵ(ܶିଵ)∗ܶ = ܶ∗(ܶ∗ܶ)ିଵܶ = ܶ∗(ܶܶ∗)ିଵ = (ܶܶିଵ)∗ܶିଵ = ܫ 
dan (ܶ∗ܶିଵ )∗(ܶ∗ܶିଵ) = (ܶିଵ )∗ܶܶ∗ܶିଵ = ܶ∗ܶିଵ(ܶ∗ )ିଵܶ = (ܶܶିଵ )∗ܶܶିଵ = ܫ 
Kemudian diperoleh (ܶ∗ܶିଵ)(ܶ∗ܶିଵ )∗ = (ܶ∗ܶିଵ )∗(ܶ∗ܶିଵ). Jadi, terbukti bahwa  ܶ∗ܶିଵ 
merupakan operator normal. ∎ 
Proposisi 25 Jika ܶ merupakan operator normal maka ‖ܶ௡‖ = ‖ܶ‖௡ untuk setiap ݊ ∈ ℕ. 
Bukti :   
Diketahui ܶ merupakan operator normal. Akan ditunjukkan bahwa ‖ܶ௡‖ = ‖ܶ‖௡ untuk setiap ݊ ∈ ℕ.  
Berdasarkan definisi operator adjoint  
‖ܶ௡ݔ‖ଶ = 〈ܶ௡ݔ,ܶ௡ݔ〉 = 〈ݔ,ܶ௡∗ܶ௡ݔ〉 
dan  
‖ܶ௡∗ݔ‖ଶ = 〈ܶ௡∗ݔ,ܶ௡∗ݔ〉 = 〈ݔ,ܶ௡ܶ௡∗ݔ〉. 
Kemudian, karena ܶ normal maka ‖ܶ௡ݔ‖ = ‖ܶ௡∗ݔ‖. 
Untuk setiap ݔ ∈ ℋ, 
‖ܶ௡ݔ‖ = ‖ܶܶ…ܶݔ‖ 
≤ ‖ܶ‖‖ܶ‖… ‖ܶ‖‖ݔ‖ = ‖ܶ‖௡‖ݔ‖. 
Dengan mengasumsikan ‖ݔ‖ = 1 maka diperoleh ‖ܶ௡‖ ≤ ‖ܶ‖௡. 
Selanjutnya, untuk setiap ݔ ∈ ℋ,  
‖ܶଶ௡ݔ‖ଶ = 〈ܶଶ௡ݔ,ܶଶ௡ݔ〉 = 〈ܶ௡ܶ௡ݔ,ܶ௡ܶ௡ݔ〉 = 〈ܶ݊ݔ,ܶ݊∗ܶ݊ܶ݊ݔ〉   = 〈ܶ݊∗ܶ݊ݔ,ܶ݊∗ܶ݊ݔ〉   = 〈(ܶ∗ܶ)௡ݔ, (ܶ∗ܶ)௡ݔ〉   = ‖(ܶ∗ܶ)௡ݔ‖ଶ    
Diperoleh ‖ܶଶ௡‖ = ‖(ܶ∗ܶ)௡‖. 
Kemudian 
‖ܶݔ‖ଶ௡ = 〈ܶݔ,ܶݔ〉௡ = 〈ܶ∗ܶݔ, ݔ〉௡    
≤ ‖ܶ∗ܶݔ‖௡‖ݔ‖௡         
≤ ‖ܶ∗ܶ‖௡‖ݔ‖௡‖ݔ‖௡   
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≤ ‖ܶଶ௡‖‖ݔ‖ଶ௡. 
Dengan mengasumsikan ‖ݔ‖ = 1 sehingga diperoleh ‖ܶ‖ଶ௡ ≤ ‖ܶଶ௡‖ yang mengakibatkan ‖ܶ‖௡ ≤
‖ܶ௡‖.  
Karena ‖ܶ௡‖ ≤ ‖ܶ‖௡ dan ‖ܶ‖௡ ≤ ‖ܶ௡‖ maka ‖ܶ௡‖ = ‖ܶ‖௡. ∎ 
 
PENUTUP 
Berdasarkan pembahasan yang dilakukan, dapat disimpulkan bahwa jika diberikan ℋ ruang Hilbert 
atas lapangan ℂ, maka operator linear kontinu ܶ dikatakan normal apabila operator ܶ memenuhi sifat 
ܶܶ∗ = ܶ∗ܶ, dengan ܶ∗ merupakan adjointnya. Operator normal juga memiliki sifat-sifat sebagai 
berikut: 
1. Diberikan ℋ suatu ruang Hilbert dan ܶ ∈ ℒ௖(ℋ). Pernyataan-pernyataan dibawah ini ekuivalen. 
i. ܶ operator normal. 
ii. ܶ∗ operator normal. 
iii. ‖ܶ∗ݔ‖ = ‖ܶݔ‖. 
2. Jika ߇ operator Identitas pada ℋ, ߣ ∈ ℂ dan ܶ ∈ ℒ௖(ℋ) operator normal maka ܶ − ߣ߇ juga 
merupakan operator normal. 
3. Diberikan ℋ suatu ruang Hilbert dan ܶ ∈ ℒ௖(ℋ) merupakan operator normal. Jika ܶିଵ ada, maka 
ܶିଵ dan ܶܶିଵ juga merupakan operator normal. 
4. Jika ܶ ∈ ℒ௖(ℋ) merupakan operator normal maka ‖ܶ௡‖ = ‖ܶ‖௡ untuk setiap ݊ ∈ ℕ. 
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